TEORIA DE LA MEDIDA

Complemento de la Sesién 05

o-algebra de Borel en R”

Cuando hablemos de intervalos de mimeros reales, vamos a incluir tanto a los finitos como
a los infinitos. Explicitamente, el conjunto de los intervalos de nimeros reales estd formado
por todos los de los tipos siguientes:

1. Los intervalos con extremos a y b, de cualquier tipo, donde a,b € Ry a < b.

2. Los intervalos de la forma [a, a], (—o0, a), (—00, al, (a,0) y [a, o), donde a es un niimero
real cualquiera.

3. El intervalo (—o0, 00).
De acuerdo con lo anterior, no consideraremos como intervalo al conjunto vacio.

Cuando los dos extremos de un intervalo sean nimeros reales, diremos que el intervalo es
finito; en caso contrario, diremos que es infinito.

Definicién 1. Por una celda en R" se entenderd un conjunto de la forma Iy X --- X I,
donde I,--- , I, son intervalos en R.

Obviamente, si R = [; X - - - X I, entonces R es un conjunto acotado si y sélo si los intervalos
I, -+, I, son finitos. De la misma manera, R es un conjunto abierto (resp. cerrado) si y sélo
si los intervalos Iy, - - - | I,, son abiertos (resp. cerrados).

Denotaremos por R a la familia de celdas en R".

Definicién 2 (o-dlgebra de Borel en R"). La o-dlgebra de Borel en R, la cual serd
denotada por B (R"), es la o-dlgebra de subconjuntos de R" generada por R. A los elementos
de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de R™.

Proposicién 1. La o-dlgebra generada por la familia de celdas de R™ de la forma (—oo, 1] X
(—00, o] X + -+ X (=00, x|, donde (x1,xs,...,2,) € R", contiene a todos los subconjuntos de
R" de la forma By X By X ... X B, donde By, ..., B, son borelianos de R.



2
Demostracion

Sea H la o-dlgebra de subconjuntos de R" generada por la familia de celdas de R™ de la
forma (—oo, z1] X (—00, 23] X -+ X (=00, z,|, donde (x1,xs, ..., x,) € R™.

Sea (x1,%2,...,x,) € R" y U C {1,2,...,n}. Para cada k € {1,2,...,n}, definamos la

sucesién de intervalos <J,§m)> y el intervalos J; de la siguiente manera:
meN

7 — (—oo,zx] sik¢U
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Asi que J; X Jy x --- x J, € H.

Definamos G = {(—o0, 2] : x € R} U {R}.

Por lo anterior, I; x --- x I, € H, para cualquier celda I; x --- x I,, donde I, € G para

cualquier k € {1,2,...,n}.

La idea de lo que sigue consiste en ir reemplazando, uno por uno, los intervalos Iy,--- , I,
por borelianos en R.

Definamos:

H,={BeBR): I} x -+ x I, 1 Xx BeEH para cualquier celda I; x --- x I,,_1, donde I}, € G}
Se puede mostrar ficilmente que H,, forma una o-dlgebra de subconjuntos de R.

Ademis, por lo visto anteriormente:

{(—=o0,z] : z € R} CH,

Por lo tanto, H,, contiene a todos los borelianos de R.

Sea ahora B,, un boreliano de R cualquiera y definamos:
H, 1 ={BeBR): [} x---x 1, 2 x Bx B, €H para cualquier celda I; X --- x I,, 5, donde [}, € G}

Nuevamente, se puede mostrar ficilmente que H,_; forma una o-dlgebra de subconjuntos

de R.



Ademis, por lo demostrado en el paso anterior:
{(=o0,z] : 2 € R} C Hyq
Por lo tanto, H,,—; contiene a todos los borelianos de R.

Continuando con este procedimiento, se obtiene que los conjuntos de la forma I x By X. ..x B,
donde I € Gy B,,...,B, son borelianos cualesquiera de R, pertenecen a H.

Finalmente, si Bs, ..., B, son borelianos cualesquiera de R y definimos:
Hi={BeBR):BxByx...xB,eH}

Entonces H; es una o-dlgebra de subconjuntos de R, la cual contiene a los intervalos de la
forma (—o0, |, donde x € R. Por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R.

Asi que, ‘H contiene a todos los subconjuntos de R" de la forma B; x By X ... x B, donde
B4, ..., B, son borelianos de R.

Teorema 1. La o-dlgebra de Borel en R"™ estd generada por cualquiera de las siguientes
familias de conjuntos:

Dy: Las celdas de R™ de la forma:

(—00, 1] X (=00, xa] X + -+ X (—00,2,|, donde (x1,x2,...,x,) € R".

Ds: Las celdas de R™ de la forma:

(—00,x1) X (—00,x9) X -+ X (—00,x,), donde (1,9, ...,x,) € R™.

Dy: Las celdas de R™ de la forma;

(a1,b1] X (ag,bs] X -+ X (an,by], donde (ay,as,...,a,), (b1,bs,...,b,) € R™.
Ds: Las celdas de R™ de la forma:

(a1,b1) X (ag,by) X -+ X (an,b,), donde (a1,az,...,a,), (b1, by, ..., b,) € R™
Dy: Las celdas de R™ de la forma:

la1,b1) X [ag,by) X -+ X [an,by), donde (ay,as,...,a,), (b1,be,...,b,) € R™.
Ds: Las celdas de R™ de la forma:

la1, b1] X [ag, ba] X « -+ X [an, by], donde (ay,aq,...,a,), (b1, by, ..., b,) € R
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Demostracion

Vamos a demostrar que se tienen las siguientes contenciones:

B(R") Co(Dy) Co(Dy1) Co(Dy) Co(Ds) Co(Dy) Co(Ds)Co(Dy) CB(R™)

a) La o-algebra generada por Dy es la o-dlgebra H definida en la proposicién 1, en la cual
demostramos que H contiene a todos los subconjuntos de R" de la forma By X By X ... X By,
donde By, ..., B, son borelianos de R.

En particular, H contiene a cualquier celda en R", asi que contiene a todos los borelianos de
R"; es decir, o (Dy) D B (R").

b) Sea (—o0,x1] X (—00,xs] X -+ X (—00,x,| € Dy, entonces:

(—00, 1] X (=00, xa] X « - X (—00, 2]

=N, (—oo,xl + %) X (—oo,xQ + %) X o X (—oo,:pn + %) € o (Dy).

Asi que, o (Dy) C o (D).

c) Sea (—o00,x1) X (—00,x9) X « -+ X (—00,z,) € D1, entonces:
(_00,1'1) X (—OO,.’ﬂg) Xoeee X <—OO,$n)

= Uni (-my 2 — %] X (=m,zy — %] X oo X (—=myxy, — %] € o (Ds).

Asi que, 0 (D;) C o (D).

d) Sea (ay,b1] x (ag,bs] X -+ X (an, b,] € Dy, entonces:

(a1, b1] x (ag,be] X -+ X (ay, by

= ooy (1,01 + L) x (az,bo + L) X -+ X (an, by + =) € 0 (D3).
Asi que, 0 (Dq) C o (Ds).

e) Sea (ay,by) X (az,by) X -+ X (an,b,) € D3, entonces:

(a1,b1) % (ag,by) X -+ X (an, by)

=U_, [al + %,bl) X [(12 + %,62) X - X [an + %,bn) € o (Dy).
Asi que, 0 (D3) C 0 (Dy).
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f) Sea [ay,b1) X [az,by) X -+ X [an, b,) € Dy, entonces:

la1,b1) X [ag,by) X « -+ X [an, by)

U b= 2] b — 2] x o % [ — ] € 0 (D).
Asi que, 0 (D,) C o (Ds).

g) Cualquier celda en D5 es un conjunto de la forma By X By X ... X B,,, donde By, ..., B, son

borelianos de R, y, de acuerdo con la proposicién 1, cualquiera de estos conjuntos pertenece
a o (D())

Asi que, 0 (Ds) C o (Dy).
h) Todo elemento de Dy es un conjunto boreliano de R"; asi que o (Dy) C B (R™).

Por lo tanto:
B (R") Co(Dy) Co(Dy1) Co(Dy) Co(Ds) Co(Dy) Co(Ds)Co(Dy) CB(R™)
De lo cual se sigue que:

0(Dy) =0 (Dy) =0 (D3) =0 (D3) =0 (Dy) =0 (D5) =B (R")



